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Enkele integralen met Besselfuncties

door
D.J. Hof'sommer

Korte mededeling no T.N.11

In de loop van een hydrodynamisch onderzoek (verg. rapport
TW 60) bleek het we?selijk de omgekecerde Laplace transform

L 1
te bepalen van p n“g(p+ﬂ)”n+2. Dit komt neer op de bereke-
Nning wvan
St n-
g' eTV ¢ I _.(t)at, n = 1,2..

In deze mededeling zullen we de ilets algemenere integraal

S v
/ o '.5‘\:‘ Iy(X)d}{_ﬁ y 7«/“%}.

berekenen. Voeren we de differentiaaloperator Dmé%-in, dan
kKunnen we onbepaalde integratie met het symbool ' D“qawmw
geven. Met

p=T X x "I (%)

bedoelen we dan een (m+1)-voudige onbepaalde integratie van

’ -X VY
de functle e " x I (x). Deze integralen zijn dus bepaald
willekeurig polynoom van de graad m in X na. Ook deze

1ntegraal zullen we berekenen. Tenslotte geven we de uit-
komst van enkele verwante integralen.

De gemodificeerde Besselfuncties Iv(x) voldoen aan de re-
currente betrekkingen

Dlx" T,(x)] = x" 1, __(x) 1)
D [x7"T,(x)] (
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waarplj v willekeurig is.
Met behulp hiervan vinden we

(D=-1)[ x” T (x)] = (2v-1) [ x* IVMq(x)]

of
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D(D+4)[XVIV(X)] - (D+4)[xVIV(XX}m (EV“W)[XV“qlvﬂq(X)J

Hilerult volgt, dat

-¥ Vo 7 Y
(2v-1)e " x I,_,(x) = Dje {(D+1)(x “V(x)}]
XV
= Dle (T (x)+I, _,(x)]
zodat
-1 =X Y Y ] - _V+
D e e Iy(,c) = 5T e X [IV(X)+Iy+,](X)]+GOI]St.3)
Voor V=-3 wordt, wegens I 1 (x) = 2 ch x
i) nX
-1 =X =3 g e H
D - x = T _‘;:“(X) — — j e d x
5 E‘p;j X
= mémz{ljl>p4ii(m2x)] +const. 1)
V?W
1.3. We bewlijzen nu algemener
D“m“qiemx XV Iy(X)J 5)
X METHY o2 f?v+k '
= e X > ) [IZ %)+ (x) ]+
ﬁ:b (2y+m+1+k) ! V1K i]

+ P (x),

waarin Pm(x) een willekeurig polynoom van de graad m 1n X 1is.
Het bewl]Js zal worden gevoerd door volledige inductie. Daar-
bl] maken we gebrulk van de volgende herleiding

(Iy+k(x)+ly+4+k(x)]

D[emxxm+1+v

=X m+VYr_
= o D GO g (-7, g 00T, () +
P (meav) (T, () +T L () ]
~X_m+v
= e "x L(2v+m+1+k)ly+l(x)+(mmk)1y+4+K(X)],
Differentiatie van het rechterlid van 5) geeft dan met wegla-
ten van de factor e ¥ x™TY
M-l
z:( ) M Iv-i—l{(X) + m m /l) __._QM__.__ Iy+/‘+k(){)
(2v+mtk) ! k=0 (2y +m+1+K ) !

:i [(1’1’1) !2V+k)l* . m(mw/l) !2V-~’]+k)l J IV_{_k(K)'

(2y+mtk) !
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Met behulp van m=(m-k)+k=(2v+m+k)-(2v+k) kan hiervoor worden
gescnreven

I [(m~”t) (utk)t , (m=1y M’J‘ T (%)

AN _
o L KT (oymr)r T (2 ametak)

Ei: i 1)'“Laﬁtglm“[fv+k( )+Iv+k+1(x)]“

(2y+m+k) !

We zien dus dat, als 5) julst is, deze formule juist L1Ljft
als we m door m-1 vervangen. Als we bovenstaande berekening
in omgekeerde volgorde doorlopen blijkt ook, dat als 5) Jjulst
1s voor m, deze formule juist blijgft als we m door m+1 ver-
vangen. Aangezien 5) voor m=0 identiek is met de reeds bhewe-
zen formule 3), geldt 5) dan voor positieve gehele waarden
van m. Formule 5) verliest zijn betekenis als de coefficiént
van Iv+k<x)+ly+1+k(x) ecen factor nul in de noemer krijgt.
Dit is het geval voor v=-,- %vuﬁojummé of voor y=-1,-2, ..., =N,
In de eerstgenoemde gevallen kan de 1ntegraal nlet meer WOr-
den ultgedrukt in Besselfunctiles,;, in de op de tweede plaats
genocemde gevallen wel, zij het niet op de in 5) gegeven wijze.,

-

In plaats van de operator D ', die een onbepaalde integratle
voorstelt, kunnen we ook een operator Domq invoeren, gedefll-
ni€erd door 4 X
Dy~ (%) = [ £(§)d;
O
Uit 5) volgt dan, dat voor v > -5 (m+1)
-~ =m-=1 1 =-x _V
p T e %" 1 ()] 6)
m .
X m+1+y < /m 2y +Kk) ! | J
B . 2 (k)'L”LM“Lm“m“W'Iv+k(x)+1v+ﬂ+K(K)}

Pydmblk) TR

De formules 3) en 5) kunnen worden gebruikt voor het bepalen
van de originelen van Laplace transforms. We gebrulken nhier-
bij de wvolgende deflinitie

o ~PX A
h(p) = (J c (z‘l)dm

en schrijven
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X _m+14+Y <~ m
= e X P (1{)
k=0
2y 4 1,22, .., -2m-1
2.3, D= XY Kv(x)]
X m+1 4 v L m
= e °X i (k
k=0
P2V # ,-2, ..., ~2m-"
2.4, pm-7 Le+xxy KMV(X)Q -

I

det linker 1id van 6) wordt getransformeerd in

D

~-m-"]

O

.”:

[

~K_ Ve

e % Iywq(x)] = 2D (v =15 ) ! i

m+v < (m) 23’-«-24—1{) !

) V“/l

] 1
) , [ IVW1+1{(2X)+

_ L
4lv+k(gx)] :

(2v+m~1+k

.O. Op overeenkomstige wijze als hierboven kunnen integralen wor-

“ met de integranden e X I+V(“)3 e—"x K+w(x)’

x J, (x) en e

+1X_ ¥ : — —
X N, (x). De met 5) overeenkomende for-

mules worden hierna gegeven. De bewljsvoering is geheel ana-

loog aan die onder 1.2 en 1.3 en is daarom weggelaten,

EEJWn]jﬂn"q[e¥XXVI (KJ]

N
ey

e?ﬂxm+1+v 2“‘

},,'

i:)

% . -
(£1) " (k+2v) ! L T
(k+2v +m+1) ! Iy+k(x)iIV+4+k(3X]+3m(X)

— .\ K
+1) " (k+2y) ! [ -
(K+2V+m+’l) ! V“Hf{(}l)'{Ky.]_q_l_k(X)] +Pm(>{)
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_ Fix m+1+ v m kK+2y !
= £ (1{) ( ) r(il)kJ k(X)+(+1)k+/lJ (?’C }
k=0 " (k+2v+m+1)! + X J +1+k
+ Bm(x)
2)} —T/ m/‘ﬁ'"gﬁn 5W?mwﬂ
~m=-" Fix v
D m
e TR (x)]
N 111
— +1X _m+1+4v m K+2y)! _ B A
- ° A Z(k) ) [('l"l)kJ___ L(}\)+(-{~')K+/}J 1(_,{)‘
k=0 (k+2v+m+1) ! Y- i ~y="1-K
+ P (X
2V¥“15“230..3“2mm1, m( )

-m- "] +ix _ ¥ 5 ]
T [T %" w, (%)
Flrymbity <& (kt+2v) ! k K+ ’
= & X Z__ ( ) M[(.{_i) N (X)+ 1+ + N };)
k=0 K (k+2y+m+1) ! o VK ('“ ) V-l—’H—lg }
+ Pm(x)
eV ?! '“/]3"““2.9 B*Em-ﬂ*/]
-m-1 7 _Fix _V
T e ()]
Tix m+1+V k2 )t B
T I pvrnd GO I CORICE DL TN O
=0 (k+27+m+1) ! sida ~y - hK
¥ Pm(x)



